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10.4 – 10.5   
Άλλοι τύποι για το εµβαδόν τριγώνου και λόγος εµβαδών 
 
ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ε= ( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  

Ε = τ ρ 

Ε = 
4R

α ⋅β ⋅ γ
 

Ε =
1

2
β γ ηµΑ  =

1

2
α γ ηµΒ = 

1

2
β α ηµΓ 

α
ηµΑ

 = 
β
ηµΒ

 = 
γ
ηµΓ

 = 2R 

 
 
2. 
Αν δύο τρίγωνα έχουν ίσες βάσεις, τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε το 
λόγο των αντίστοιχων υψών. 
 
Αν δύο τρίγωνα έχουν ίσα ύψη, τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε το λόγο 
των αντίστοιχων βάσεων 
 
 
3. 
Αν δύο τρίγωνα είναι όµοια, τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε το τετράγωνο 
του λόγου οµοιότητας. 
 
Αν δύο πολύγωνα  είναι όµοια, τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε το 
τετράγωνο του λόγου οµοιότητας. 
 
 
4. 
Αν µία γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωµατική µε µια γωνία ενός άλλου 
τριγώνου, τότε ο λόγος των εµβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος µε το λόγο των 
γινοµένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές. 
 
 
5. 
Αν µια κορυφή τριγώνου µετατοπισθεί παράλληλα προς την απέναντι πλευρά, το 
εµβαδόν του τριγώνου παραµένει σταθερό. 
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1. 

Σε ρόµβο  ΑΒΓ∆   δίνεται ότι   ΑΒ = α  και   
∧

Α = 45ο. 
i)    Να υπολογίσετε το εµβαδόν του ρόµβου. 

ii)    Να υπολογίσετε την απόσταση των απέναντι πλευρών του ρόµβου.  
Προτεινόµενη λύση 
i)  

Είναι    (ΑΒ∆) = 
1

2
ΑΒ·Α∆ ηµ �Α  

                       = 
1

2
α·α·ηµ45ο  

                       = 
2 2

4

α
  

Οπότε    (ΑΒΓ∆) = 2(ΑΒ∆) = 
2 2

2

α
 

ii)   
Φέρνουµε   ∆Κ⊥ΑΒ.    Τότε    (ΑΒΓ∆) = ΑΒ·∆Κ   ⇔  

                                                  
2 2

2

α
= α·∆Κ       ⇔  

                                                   ∆Κ = 
2

2

α
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3 
 

Ο
ω y

x

Γ∆

ΒΑ

2. 

Ένα ορθογώνιο έχει περίµετρο  2   και εµβαδόν   
2 3 3

2

−
 .  

i)    Να υπολογιστούν τα µήκη των διαγωνίων του ορθογωνίου.  
ii)    Να βρεθεί το µέτρο της γωνίας των διαγωνίων  

Προτεινόµενη λύση 
i) 

Έστω  x,  y  οι διαστάσεις του ορθογωνίου  µε  x > y  

Τότε    2x + 2y = 2    ⇔    x + y = 1          (1)  

Και      Ε = x y     ⇔     xy = 
2 3 3

2

−
       (2) 

Λύνοντας το σύστηµα των    (1) και (2) βρίσκουµε    x = 
3( 3 1)

2

−
,     y = 

3 1

2

−
 

Οπότε    ΑΓ2 = x2 + y2   ⇔     ΑΓ2 = 
23( 3 1)

4

−
+ 

2( 3 1)

4

−
 

                                                        = 2( 3 1)−   

                                      άρα     ΑΓ = 3 1− = Β∆  
 
ii)   
Έστω  ω  η γωνία των διαγωνίων.  

(ΒΟΓ) = 
1

4
(ΑΒΓ∆)   ⇔     

1

2
ΟΒ· ΟΓ ηµω  = 

1

4
·
2 3 3

2

−
     

                                             
1

2
·

3 1

2

−
·

3 1

2

−
ηµω = 

1

4
·
2 3 3

2

−
   

                                              ηµω = 
2

2 3 3

( 3 1)

−

−
=    ⋅ ⋅ ⋅   = 

3

2
 

                                    Άρα   �ω= 60ο  
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3. 
Τα µήκη των πλευρών ενός τριγώνου είναι    α =10,   β =12,   γ =14.   Να υπολογίσετε 

τα ύψη του και τις ακτίνες του εγγεγραµµένου και περιγεγραµµένου κύκλου. 

Προτεινόµενη λύση  

Είναι    Ε = ( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  = 18(18 10)(18 12)(18 14)− − −  = 24 6  

Άρα     υα = 
2

α
( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  =  

2

10
·24 6  = 

24

5
6  

            υβ =
2

β
( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  = 

2

12
·24 6 = 4 6    

            υγ =
2

γ
( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  =  

2

14
·24 6  =  

24

7
6  

Ε = τ·ρ    ⇔    24 6 = 18ρ     ⇔     ρ = 
4 6

3
 

Ε= 
4R

αβγ
    ⇔     24 6 = 

1680

4R
    ⇔    R= 

35 6

12
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4. 

Ένα τραπέζιο ΑΒΓ∆ έχει βάσεις  ΑΒ = α ,  Γ∆ = 2α   και ύψος   υ =
3

2
α . 

Να υπολογίσετε τα εµβαδά των τριγώνων στα οποία χωρίζεται το τραπέζιο  
από τις διαγώνιες του. 

 Προτεινόµενη λύση 

Έστω  ΗΟΘ  το ύψος του τραπεζίου.  

Επειδή ΑΒ//Γ∆ τα τρίγωνα ΑΟΒ και ∆ΟΓ είναι  

όµοια µε λόγο οµοιότητας   λ = 
∆Γ
ΑΒ

= 
2α
α

 = 2  

Εποµένως    
( )

( )

∆ΟΓ
ΑΟΒ

= λ2    ⇔     
( )

( )

∆ΟΓ
ΑΟΒ

= 4     ⇔    (∆ΟΓ) = 4(ΑΟΒ)  

Ακόµα         
ΟΘ
ΟΗ

= λ = 2    ⇒      ΟΘ = 2ΟΗ  

                                                     ΟΘ= 2(ΗΘ−ΟΘ)  

                                                     3ΟΘ= 2ΗΘ          

                                                     ΟΘ= 
2

3
ΗΘ     ⇒    ΟΘ = 

2

3
·
3

2
α = α  

Συνεπώς     (∆ΟΓ) = 
1

2
·∆Γ · ΟΘ = 

1

2
·2α · α = α2  

  
(∆ΟΓ) = 4(ΑΟΒ)   ⇔     α2 = 4(ΑΟΒ)  

                                        (ΑΟΒ) = 
1

4
α

2 

Α �Ο∆ + ∆ �ΟΓ = 180ο     ⇒     
( )

( )

∆ΟΓ
ΑΟ∆

=
ΟΓ ⋅Ο∆
Ο∆ ⋅ΟΑ

=
ΟΓ
ΟΑ

 = λ = 2  

Οπότε      
2

( )

α
ΑΟΒ

= 2    ⇔    (ΑΟΒ) = 21

2
α   

Οµοίως      (ΒΟΓ) = 21

2
α  
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75

4

∆ Γ

ΒΑ

5. 

Αν Α∆ ύψος στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ ,  δείξτε ότι  
2

2

( )

( )

ΑΒ∆ γ
=

ΑΓ∆ β
 

Προτεινόµενη λύση 

Τα ορθογώνια τρίγωνα  Α∆Β,   Α∆Γ  έχουν  �ω= ɵϕ   
επειδή είναι οξείες µε κάθετες πλευρές. 

Άρα τα τρίγωνα είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας  λ = 
γ
β

  

Οπότε     
( )

( )

ΑΒ∆
ΑΓ∆

= λ2    ⇔     
2

2

( )

( )

ΑΒ∆ γ
=

ΑΓ∆ β
 

 

 

6. 
Το τραπέζιο  ΑΒΓ∆ έχει βάσεις  ΑΒ = 4,  Γ∆ = 8  και µη παράλληλες πλευρές   

Α∆ = 5  και  ΒΓ = 7.   Να βρείτε το εµβαδόν του τραπεζίου.  

 Προτεινόµενη λύση 

Από το  Β φέρνουµε  τη  ΒΗ//Α∆.  

Τότε το ΑΒΗ∆ είναι παραλληλόγραµµο.  

Οπότε    ∆Η = ΑΒ = 4 ,  

              ΒΗ = Α∆ = 5   και  

              ΗΓ = ∆Γ−∆Η = 4 

Το ύψος  ΒΘ του τριγώνου  ΒΗΓ είναι και ύψος του τραπεζίου. 

Είναι δε     ΒΘ = 
2

ΗΓ
( )( )( )τ τ −ΒΗ τ −ΗΓ τ −ΒΓ  

                        = 
2

4
8(8 5)(8 4)(8 7)− − −   =  2 6  

(ΑΒΓ∆)  = 
( )

2

ΑΒ + Γ∆ ΒΘ
= 

(4 8)2 6

2

+
= 12 6  
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7. 
Θεωρούµε τα σηµεία  ∆ και Ε  των πλευρών ΑΒ και ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ,  έτσι ώστε  

Α∆ = ΑΓ=
4

1
ΑΕ  και  ΑΒ

3

1
.  Αν Μ είναι το µέσο της ΒΓ, να υπολογίσετε το εµβαδόν 

του τριγώνου  ∆ΕΜ  συναρτήσει του εµβαδού του τριγώνου ΑΒΓ.  

Προτεινόµενη λύση  

�Α  κοινή  ⇒   
( )

( )

Α∆Ε
ΑΒΓ

 = 
Α∆ ⋅ΑΕ
ΑΒ ⋅ΑΓ

 = 

1 1

3 4
ΑΒ ⋅ ΑΓ

ΑΒ ⋅ΑΓ
 = 

1

12
  

Άρα   (Α∆Ε) = 
1

12
(ΑΒΓ)  

Οµοίως       (Β∆Μ) = 
1

3
(ΑΒΓ)  

και             (ΓΕΜ) = 
3

8
(ΑΒΓ) 

Οπότε    (∆ΕΜ) = (ΑΒΓ) – (Α∆Ε) −  (Β∆Μ) −  (ΓΜΕ)  

                          = (ΑΒΓ) –
1

12
(ΑΒΓ) −

1

3
(ΑΒΓ) −

3

8
(ΑΒΓ)  

                          = 
5

24
(ΑΒΓ) 

 

8. 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ  δίνεται ότι  (ΑΒΓ) = ( )( )
2

α
τ −β τ − γ .    ∆είξτε ότι  β+ γ = α 2 . 

Προτεινόµενη λύση 

(ΑΒΓ) = ( )( )
2

α
τ −β τ − γ     ⇔     ( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ = ( )( )

2

α
τ −β τ − γ  

                                                        ( )τ τ − α =
2

α
 

                                                        τ(τ−α)= 
2

4

α
 

                                                       
2

α + β + γ
2

α+β+ γ −α 
 

 = 
2

4

α
  

                                                       
2

α + β + γ
2

β + γ − α
= 

2

4

α
 

                                                        (β + γ)2−α2 = α2   

                                                        (β + γ)2 = 2α2   

                                                         β + γ = α 2    
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9. 
∆ίνεται οξυγώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  µε µήκη πλευρών   γ = 2,   β = 1+ 2   και εµβαδόν 

Ε = 
2

4

βγ
 

i)    Να δείξετε  α = 3  

ii)    Να υπολογίσετε την ακτίνα R του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου 
iii)   Να υπολογίσετε το µήκος της προβολής της πλευράς ΑΒ πάνω στην πλευρά ΒΓ 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Ε = 
2

4

βγ
    ⇔     

1

2
β γ ηµ �Α= 

2

4

βγ
   ⇔     ηµ �Α=

2

2
   ⇔   �Α= 45ο  

Από τον νόµο των συνηµιτόνων έχουµε   α2 = β2 + γ2 −2βγσυν �Α  

                                                                       = (1+ 2 )2 + 4−4(1+ 2 ) συν45ο  

                                                                       = 1 + 22 + 2 + 4 −4(1 + 2 )
2

2
 

                                                                       = 3     άρα    α = 3  
ii)   

Ε = 
4R

αβγ
    ⇔     

2

4

βγ
= 

4R

αβγ
      ⇔     R = 

2

α
=

3

2
= 

6

2
 

iii)   
Αν  Β∆  είναι η προβολή της ΑΒ  στη  ΒΓ,  από την γενίκευση του Πυθαγορείου στο  

οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  έχουµε    ΑΓ2 = ΑΒ2 + ΒΓ2 −2ΒΓ Β∆     

                                                       (1+ 2 )2 = 4 + 3 −2 3Β∆     

                                                       Β∆ = 
2 3 6

3

−
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10. 
Μία ευθεία παράλληλη στην πλευρά  ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ τέµνει τις  ΑΒ,  ΑΓ στα ∆, 

και Ε αντίστοιχα,. έτσι ώστε   
Α∆
∆Β

 = 
1

2
.   ∆είξτε ότι : 

i)    (ΑΒΕ)2 = (ΑΒΓ)(Α∆Γ) = (ΑΓ∆)2 

ii)    Να βρείτε το εµβαδόν του τραπεζίου  ∆ΕΓΒ  συναρτήσει του εµβαδού του ΑΒΓ  

Προτεινόµενη λύση  

(ΑΒΕ)2 = (ΑΒΓ)(Α∆Γ)    ⇔      

( )

( )

ΑΒΕ
Α∆Ε

 = 
( )

( )

ΑΒΓ
ΑΒΕ

    (1)  

Επειδή   �Α  κοινή,   η  (1)  γίνεται    

ΑΒ ⋅ΑΕ
Α∆ ⋅ΑΕ

=
ΑΒ ⋅ΑΓ
ΑΒ ⋅ΑΕ

    ⇔     
ΑΒ
Α∆

=
ΑΓ
ΑΕ

  που ισχύει,  αφού ∆Ε//ΒΓ  

Οµοίως    (ΑΒΓ)(Α∆Γ) = (ΑΓ∆)2 

ii)   

�Α κοινή   ⇒     
( )

( )

Α∆Ε
ΑΒΓ

= 
Α∆ ⋅ΑΕ
ΑΒ ⋅ΑΓ

     (2)   

Όµως     
Α∆
∆Β

 = 
1

2
   ⇔    

Α∆
Α∆ + ∆Β

 = 
1

1 2+
  ⇔   

Α∆
ΑΒ

 = 
1

3
  

Και επειδή   ∆Ε //ΒΓ,   θα είναι και   
ΑΕ
ΑΓ

 = 
1

3
 

Η   (2)   γίνεται    
( )

( )

Α∆Ε
ΑΒΓ

=
1

9
    ⇔     (Α∆Ε) = 

1

9
(ΑΒΓ)   

Οπότε     (∆ΕΓΒ) = (ΑΒΓ) −  (Α∆Ε ) = (ΑΒΓ) −
1

9
(ΑΒΓ) = 

8

9
(ΑΒΓ) 

 
 
11. 
Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει  βγ = 6Rρ,   να αποδείξετε ότι   β + γ = 2α. 

Προτεινόµενη λύση  

Ε = 
4R

αβγ
   ⇒    R = 

4E

αβγ
  

Ε = τρ    ⇒     ρ = 
E

τ
   

βγ = 6Rρ      ⇒     βγ = 6
4E

αβγ E

τ
     

                              2τ = 3α               
                              α + β + γ = 3α  
                              β + γ = 2α  
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12. 
Στο παρακάτω σχήµα, τα  Μ,  Ν  είναι µέσα των ΑΒ,  ΑΓ    
αντίστοιχα.   ∆είξτε ότι  

i)    
( )

( )

ΑΒΝ
ΑΜΓ

= 1 

ii)     (ΝΚΓ) = (ΚΜΒ)  

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Τα τρίγωνα ΑΜΓ και ΑΝΒ έχουν την γωνία �Α κοινή άρα    
( )

( )

ΑΒΝ
ΑΜΓ

=
ΑΒ ⋅ ΑΝ
ΑΜ ⋅ΑΓ

 

                                                                                                              = 
2

2

ΑΜ ⋅ΑΝ
ΑΜ ⋅ ΑΝ

= 1 

ii)   

Από το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε     
( )

( )

ΑΒΝ
ΑΜΓ

= 1   

                                                                   (ΑΒΝ) = (ΑΝΓ)  

                                                                   (ΑΜΚΝ) + (ΒΚΜ) = (ΑΜΚΝ) + (ΝΚΓ)  

                                                                   (ΒΚΜ) = (ΝΚΓ)  

 

13. 
Στο διπλανό  σχήµα  είναι   Ο∆⊥ ΒΓ,   ΟΕ⊥ΑΓ,     

ΟΖ⊥ΑΒ   και   Ο∆ = ΒΓ,   ΟΕ = ΑΓ,   ΟΖ = ΑΒ   

i)     ∆είξτε ότι  (ΑΒΓ) = ( ΖΟΕ) 

ii)     Να υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου ∆ΕΖ  

συναρτήσει του εµβαδού του τριγώνου  ΑΒΓ.  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Στο τετράπλευρο Α Λ Ο Κ του παραπάνω σχήµατος είναι   

�Κ = �Λ= 90ο ,   άρα   �Α+ Ζ �ΟΕ = 180ο    ⇒      
( )

( )

ΑΒΓ
ΖΟΕ

 = 
ΑΒ ⋅ΑΓ
ΖΟ ⋅ΟΕ

  

                                                                                        = 
ΖΟ ⋅ΟΕ
ΖΟ ⋅ΟΕ

 = 1  

Άρα    (ΑΒΓ) = ( ΖΟΕ) 

ii)   

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε ότι    (ΑΒΓ) = ( ΖΟ∆)   και   (ΑΒΓ) = ( ∆ΟΕ)  

                                          Οπότε     (∆ΕΖ) = (ΖΟΕ) + (ΖΟ∆) + ( ∆ΟΕ) = 3(ΑΒΓ)  
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14. 
∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς  α  . Φέρουµε τη διχοτόµο Γ∆ της 

εξωτερικής γωνίας  Γ  και από το  Α,  την  ΑΜ⊥ Γ∆.   ∆είξτε ότι  

i)    (ΒΓΜ) = (ΑΓΜ) = 
2 3

8

α
 

ii)    Αν ΓΗ ύψος του τριγώνου ΒΓΜ,  τότε  ΓΗ = 
21

14

α
. 

Προτεινόµενη λύση 

Επειδή η Γ∆ είναι διχοτόµος της  Γεξ  γωνίας, 

θα είναι    Α ɵΓ∆ = 60ο,    οπότε Γ �Α∆ = 30ο,   

άρα     ΓΜ = 
2

ΑΓ
= 

2

α
  

 (ΒΓΜ) = 
1

2
ΒΓ· ΓΜ· ηµ Β ɵΓΜ =  

             =
1

2
α ·

2

α
· ηµ120ο   = 

1

4
α

2
·

3

2
 =   

2 3

8

α
 

(ΑΓΜ) = 
1

2
ΑΓ· ΓΜ· ηµ Α ɵΓΜ = 

1

2
α·

2

α
· ηµ60ο  =  

2 3

8

α  

ii)   

Νόµος  συνηµιτόνων :     ΒΜ2 =  ΒΓ2 + ΓΜ2 – 2ΒΓ· ΓΜ συν120ο   

                                                 =  α2 + 
2

4

α
+ 2 α ·

2

α
·
1

2
  =  

27

4

α
  

                                         Άρα    ΒΜ = 
7

2

α
  

(ΒΓΜ)  = 
1

2
ΒΜ·ΓΗ   ⇔     

2 3

8

α
=

1

2
·

7

2

α
·ΓΗ        ⇔    ΓΗ = 

21

14

α
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15. 
Έστω παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆.   Στις προεκτάσεις των πλευρών του  ΑΒ,  ΒΓ,  Γ∆, 

∆Α  θεωρούµε τµήµατα  ΒΕ = ΑΒ ,   ΓΖ = ΒΓ,  ∆Η = ∆Γ  και  ΑΘ = ∆Α. 

Να αποδείξετε ότι    

i)   το τετράπλευρο   ΕΖΗΘ   είναι παραλληλόγραµµο  

ii)    (ΕΖΗΘ) = 5(ΑΒΓ∆)  

 Προτεινόµενη λύση 

i)  

Τα τρίγωνα ΗΘ∆ και ΒΕΖ έχουν  

α)   ∆Η = ΒΕ,  ίσες προεκτάσεις των ίσων  

                        τµηµάτων ΑΒ  και  ∆Γ.  

β)   ∆Θ = ΒΖ, σαν αθροίσµατα ίσων τµηµάτων  

γ)   �1Β  = �1∆ ,  σαν παραπληρώµατα των ίσων  

                       γωνιών �Β  και �∆  του παραλλη- 

                       λογράµµου ΑΒΓ∆.   

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα,  οπότε   ΘΗ = ΕΖ .  

Οµοίως αποδεικνύεται ότι  ΘΕ = ΗΖ . Συνεπώς το ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραµµο 

αφού έχει ανά δύο τις απέναντι πλευρές του ίσες . 

ii)   

Προφανώς , τρίγωνο ΑΒ∆ = τρίγωνο Β∆Γ   άρα   (ΑΒ∆) = (Β∆Γ) =
1

2
(ΑΒΓ∆)  

Στο τρίγωνο ΘΒ∆,  η ΒΑ είναι διάµεσος,  άρα (ΑΘΒ) = (ΑΒ∆) =
1

2
(ΑΒΓ∆) 

                                                    Οµοίως    
1

2
 (ΑΘΕ) = (ΑΘΒ) = (ΘΒΕ) =

1

2
(ΑΒΓ∆) 

Εποµένως   (ΑΘΕ) = (ΑΒΓ∆)  

Οµοίως αποδεικνύεται ότι  (Η∆Θ) = (ΗΓΖ) = (ΒΕΖ) = (ΑΒΓ∆)  

Οπότε (ΕΖΗΘ) = (Η∆Θ) + (ΗΓΖ) + (ΒΕΖ) +(ΑΘΕ) +(ΑΒΓ∆) = 5(ΑΒΓ∆) 
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16. 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και ο κύκλος (Ο, ρ)  που έχει το κέντρο του στην ΒΓ και 

εφάπτεται των ΑΒ και ΑΓ.   Αν  α, β, γ είναι οι πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ  

∆είξτε ότι    ρ  = 
2

β + γ
( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  

 Προτεινόµενη λύση 

Προφανώς είναι    (ΑΒΓ)  = (ΑΟΒ) + (ΑΟΓ)  

                              (ΑΒΓ)  = 
1

2
ΑΒ · ΟΚ + 

1

2
ΑΓ · ΟΛ 

                              (ΑΒΓ)  = 
1

2
γ · ρ + 

1

2
β · ρ  

                              (ΑΒΓ) = 
1

2
ρ(β + γ)  

                              ( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  = 
1

2
ρ (β + γ)  

                              ρ = 
2

β + γ
( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  

 

 

 

 


